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Введение

В работах [1, 2] представлен метод последователь-
ных перемещений для расчета стержневых систем.
Этот метод позволяет решать как линейные, так и не-
линейные задачи расчета таких систем.

Данная работа является продолжением работ [1, 2]
с целью улучшения предложенного в них метода. Усо-
вершенствованный метод позволяет существенно
уменьшить количество итераций и сократить время
расчета конструкции, а также улучшить надежность
алгоритма вычислений.

Случай одноярусных конструкций, состоящих из
произвольного количества стержней

Рассмотрим одноярусную стержневую систему,
состоящую из n стержней, изображенную на рис. 1.

Начальные координаты узлов будут:

),...,1(,const,const,, 00 niyxyx AiAiBB === . (1)

Пусть система находится в произвольном положе-
нии, отвечающем некоторому смещению узла B вдоль
осей координат:

00, BB vu . (2)
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Рис. 1. Система из n стержней

Начальные длины стержней равны:

( ) ( ) ( )niyyxxL AiBAiBi ,...,12
0

2
00 =−+−= . (3)

Координаты узла B в произвольном положении:

0000 , BBBBBB vyyuxx +=+= . (4)

Длины стержней при произвольном положении
узла B равны:

( ) ( ) ( )niyyxxL AiBAiBi ,...,122 =−+−= . (5)

Обозначим углы между стержнем номер i и осью
координат через ( )nii ,...,1=α

Тогда косинусы и синусы этих углов будут равны
соответственно:

 ( )ni
L

yy
L

xx

i

AiB
i

i

AiB
i ,...,1sin,cos =

−
=α

−
=α . (6)

Абсолютные деформации стержней равны:

( )niLLL iii ,...,1,0 =−=Δ . (7)

Для реакций стержней имеем:

),...,1(,
0

ni
L

FEDLDR
i

ii
iiii ==Δ= . (8)

Здесь iE  – модуль упругости материала стержня

номер i; iF  – площадь поперечного сечения стержня
номер i. Эти реакции направлены вдоль стержней от
узла (рис. 1).

Пусть теперь из положения со смещением (2) узел
B получит дополнительное смещение:

BB vu , . (9)

Составим уравнения равновесия узла B с учетом
этого дополнительного смещения в линейной поста-
новке. Дополнительные деформации стержней, выз-
ванные смещениями (9), будут:

),...,1(sincos nivudL iBiBi =α+α= . (10)

Вызванные этими смещениями реакции равны:

( )nidLDr iii ,...,1== . (11)

Складывая реакции (8) и (11) получаем уравнения
равновесия:

( ) 0cos
1

=α+−= ∑∑
=

n

i
iiix rRPX ,
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1

=α+−= ∑∑
=

n
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iiiy rRPY . (12)

Подставляя в (12) выражения (11) с учетом (10)
получаем:
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Решая систему уравнений (13) находим новое пе-
ремещение узла B:

BBBBBB vvvuuu +→+→ 0000 , . (14)

После этого выкладки повторяются, начиная с (4).
Условием окончания циклического процесса можно
взять:

( ) ( ) ε+<+ ∑∑ 2222
yx PPyx , (15)

где ε  – заданная относительная погрешность.
Однако описанный алгоритм действителен не все-

гда. Возможны случаи, когда определитель систем
уравнений равен или близок к нулю, что характерно,
например, для потери устойчивости системы. В таких
случаях рекомендуется заменить поиск смещений

BB vu ,  формулами, которые применялись в методе
последовательных перемещений:

∑∑ γ=γ= yvxu BB , , (16)

где γ – коэффициент пропорциональности, который
равен меньшей из величин, обратных жесткостям:

),...,.1(1min ni
Di

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≈γ . (17)

Однако и при неравном нулю определителе может
оказаться, что перемещения BB vu ,  слишком велики,
что противоречит условиям составления линейной
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системы уравнений (13), т.е. предположениям о мало-
сти данных перемещений. Для того, чтобы не допус-
тить этого, зададим какие-то максимальные значения
перемещений:

maxmax , vu . (18)

Если выясняется, что maxuuB > , то выполняем
замены:

BBBB
B

kvvkuu
u

uk →→= ,,max
. (19)

При этом вектор перемещения узла B сохраняет
свое направление, но перемещение Bu  уже не превос-
ходит заданного максимального значения (равно ему).
После этого для вновь полученных значений переме-
щений выполняем аналогичную проверку для второ-
го перемещения:. При maxvvB >  выполняем замены:

BBBB
B

kvvkuu
v

vk →→= ,,max . (20)

Таким образом, теперь обеспечиваются достаточ-
но малые значения линейных перемещений узла с со-
хранением его направления.

На рис. 2 и 3 приведены графические результаты
решения задач о вертикальном нагружении системы
из трех стержней вплоть до потери ее устойчивости
прежним и новым методами.

Промежуточное положение верхнего узла на каж-
дой итерации алгоритма обозначается точкой на ри-
сунке. Для старого алгоритма количество этих точек
настолько велико, что они образуют непрерывную кри-
вую, которая соединяет старое и новое положение вер-
шины. Для нового метода, достижение результатов

Рис. 2. Расчет методом последовательных перемещений

Рис. 3. Расчет усовершенствованным методом последова-
тельных перемещений

потребовало гораздо меньшего числа итераций, что
иллюстрируется значительно меньшим числом проме-
жуточных положений. Так новому методу потребова-
лось в сорок шесть раз меньше итераций и в четыре
раза меньше времени. Кроме того, многочисленные
тестовые просчеты показали, что новый метод обла-
дает значительно большей надежностью и способно-
стью обеспечивать большую точность вычислений.

Усовершенствованный метод последовательных
перемещений для произвольных конструкций

Рассмотренный метод применяется и для конструк-
ции произвольной степени сложности, имеющей много
подвижных узлов. В таком случае метод решения ана-
логичен используемому для конструкции с одним под-
вижным узлом. На одном шаге вычислений предпола-
гается, что конструкция имеет лишь один подвижный
узел, все остальные закреплены. Решаем задачу при-
веденным выше способом для данного узла и перехо-
дим к следующему. Итерационный процесс продол-
жаем до тех пор, пока не выполнится условие (17) для
всех узлов одновременно.

И в этом случае усовершенствованный подход по-
зволяет сократить количество итераций и затрачивае-
мое время для выполнения расчетов.

На рис. 4, 5 приведены графические результаты
расчетов двухъярусной конструкции под действием
вертикальной нагрузки.

В данном случае число итераций нового метода
меньше в тридцать семь раз, а время выполнения мень-
ше в десять. Здесь в качестве примера рассмотрен толь-
ко случай потери устойчивости верхним ярусом сис-
темы. Однако возможно изучить и дальнейшую поте-
рю устойчивости нижнего яруса при увеличении
нагрузки.
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Рис. 4. Расчет методом последовательных перемещений

Рис. 5. Расчет усовершенствованным методом последовательных перемещений

Выводы

Представленный в [1] метод расчета стержневых
конструкций усовершенствован путем применения
нового подхода к решению поставленной задачи, что
позволило сократить число итераций и времени вы-
полнения расчета, а также увеличить надежность ме-
тода и его точность. Полученные результаты позволя-
ют применять метод последовательных перемещений
для решения сложных конструкций (ферм, арок).
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З останніх досліджень оболонкових конструкцій
при складному термосиловому навантаженні слід
відмітити роботи [1, 2], в яких наводяться основні
рівняння даної проблеми і розглянуто випадки, коли
параметри оболонки не залежать від часу, а чисельна
реалізація проводиться за умови максимальної вели-
чини  maxq  у законі динамічного зовнішнього тиску..
Таким чином, автори робіт відходять від необхідності
вирішення проблеми інтегрування диференціального
рівняння другого порядку із коефіцієнтами, залежни-
ми від часу, тобто від урахування залежності розв’яз-
ку задачі від закону зміни маси за часом та зовнішньо-
го навантаження ( )tqq = , що є принциповим для да-
ного дослідження.

1 Постановка задачі. Основні залежності

У даній роботі розглядається деформування цилі-
ндричної оболонки із композиційного матеріалу зі
змінними за часом маси та зовнішнього тиску при ком-
бінованому термосиловому динамічному навантаженні
(рис. 1).

Математична постановка задачі зводиться до не-
обхідності інтегрування диференціального рівняння
четвертого порядку у частинних похідних за коорди-
натами та неоднорідного диференційного рівняння
другого порядку за змінними за часом коефіцієнтами.

На базі принципу Даламбера з урахуванням інерц-

ійних сил у напрямку нормальних переміщень сере-
динної поверхні оболонки (напрямок Z) маємо

( ) dxdy
t
wh

g
tF n

2

2

∂

∂γ
=γ , (1)

де ( )tγ  – питома вага матеріалу оболонки,
g  – прискорення сили ваги;
(при цьому обертання елементу hdxdy  відносно

напрямків X, Y не враховується) можна записати ос-
новні залежності теорії пружних ортотропних оболо-
нок.

Рівняння у проекції на нормаль до серединної по-
верхні оболонки записується у вигляді:
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Враховуючи відсутність у рівняннях моментів
членів, пов’язаних із інерцією обертання та інтегрую-
чи члени вищого порядку малості будемо мати залеж-
ності:
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