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Вступ

Конічні оболонки сталої та змінної товщини ши-
роко застосовуються в різних галузях техніки як еле-
менти конструкцій та деталі машин [1, 2]. Наванта-
ження, під впливом яких знаходяться такі конструкції,
часто може бути нерівномірним.

При розрахунку міцності оболонкових конструкцій
необхідно мати інформацію про їх напружено-дефор-
мований стан. Важливим при визначенні напружено-
деформованого стану є врахування змінної товщини
оболонки, оскільки в багатьох випадках необхідно
вибирати раціональні параметри деформативності кон-
струкції, не змінюючи її ваги. У багатьох випадках
матеріали механічних об’єктів, що розглядаються, є
анізотропними, що зумовлено широким застосуванням
композитних матеріалів та змушує використовувати
для дослідження напружено-деформованого стану та-
ких конструкцій уточнені моделі теорії оболонок, що
враховують вплив поперечного зсуву.

Для розв’язання задач статики тонких конічних
оболонок як сталої, так і змінної товщини існує ряд
розроблених методів, тоді як задачам про напружено-
деформований стан конічних оболонок в уточненій
постановці присвячено небагато робіт.

Метою даної роботи є розрахунок та аналіз напру-
жено-деформованого стану оболонок вказаного класу
на базі гіпотези прямолінійного елементу в залежності
від параметрів змінної товщини та нерівномірно роз-
поділеного навантаження.

1 Розв’язання задач статики нетонких конічних
оболонок на основі сплайн-апроксимації

У деяких випадках, особливо для нетонких оболо-
нок та оболонок з композитних матеріалів, припущен-
ня класичної теорії можуть привести до результатів,
що недостатньо точно відображають суть механічних
явищ, що вивчаються. Для розв’язання таких задач
запропоновано різні варіанти уточнених моделей обо-
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лонок, отримані на основі менш жорстких припущень,
ніж припущення про збереження нормального прямо-
лінійного елемента.

Пропонується підхід до розв’язання двовимірних
задач про напружено-деформований стан конічних
оболонок в уточненій постановці [4] на базі гіпотези
прямої лінії, заснований на пониженні розмірності
задачі за допомогою сплайн-коллокації [3] і розв’язанні
отриманої при цьому одновимірної краєвої задачі
стійким методом дискретної ортогоналізації [1, 3].

Розглянемо клас нетонких конічних оболонок,
віднесених до ортогональної системи координат s, θ ,
γ , де s – довжина по створюючій поверхні приведен-
ня,  – центральний кут у поперечному перетині,  – нор-
мальна до даної поверхні координата. Радіус кола в
поперечному перетині  представимо у вигляді

srr ⋅ϕ+= cos0 .
Виходячи з основних співвідношень уточненої

теорії оболонок, після ряду перетворень, отримуємо
розв’язувальну систему диференціальних рівнянь у ча-
стинних похідних у переміщеннях, що описує на-
пружено-деформований стан конічних оболонок
змінної товщини:
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де u, ν , w – переміщення точок координатної поверхні
в напрямках s, θ, γ ; sψ , θψ  – повні кути поворотуту
прямолінійного елемента; sq , θq , γq – компоненти
поверхневого навантаження, k(t) – кривина попереч-
ного перерізу оболонки, ϕ  – кут між нормаллю до
оболонки та віссю обертання;
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У формулах (2) sE , θE , sν , θν  – модулі пруж-уж-
ності і коефіцієнти Пуассона в напрямках s і θ , θsG ,

γsG , θγG  – модулі зсуву, , h = h(s, θ ) – товщина обо-
лонки.

(1)

Система диференційних рівнянь (1) в об’єднанні з
граничними умовами утворює двовиміру крайову за-
дачу.

З метою перетворення отриманої задачі у систему
звичайних диференційих рівнянь представимо розв’я-
зувальні функції у вигляді лінійної комбінації сплайн-
функцій. При цьому використовуватимемо В-сплайни
третього ступеня. Покладемо, що торці оболонки жор-
стко закріплені. Тоді шукане рішення представимо у
вигляді
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змінної ( θ ), )(sjiϕ  (j= 5,1 ) – задані комбінації В-
сплайнів третього ступеня на рівномірній сітці Δ: Δ: 0 =
= s0 < s1<…< sN = L. Щоб задовольнити граничним
умовам 0=ψ=ψ=== θswvu  представимо сплайн-
функції у вигляді

)()(4)( 0
3

1
30 sBsBsj +−=ϕ − ,

)()(
2
1)()( 1

3
0
3

1
31 sBsBsBsj +−=ϕ − ,

)2,...,3,2()()( 3 −==ϕ NisBs i
ji ,

)()(
2
1)()( 1

33
1

31, sBsBsBs NNN
Nj

−+
− +−=ϕ ,

)()(4)( 3
1

3 sBsBs NN
jN +−=ϕ + . (4)

Перетворюємо систему рівнянь (1) з урахуванням
рівностей (3) та (4) і задовольняємо її у точках коло-
кації. Отриману при цьому систему звичайних дифе-
ренціальних рівнянь приводимо до нормальної фор-
ми

fRA
d
Rd

+=
θ

, (5)

де
   

;,...,,,...,,,...,,
,...,,,...,,,...,{

000

000

NNNN

NN
wwwwvvv

vuuuuR
′′′′

′′=

   ;},...,,

,...,,,...,,,...,

0

000
T

NN

sNssNs

θθθ

θ

ψ′ψ′ψ

ψψ′ψ′ψψ

  R – вектор-функція від θ ; f  – вектор правих ча-
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стин; А – квадратна матриця, елементи якої залежать
від параметра .

Будемо розглядати замкнені оболонки, у цьому ви-
падку граничними умовами виступають умови си-
метрії.

Отриману одновимірну краєву задачу вирішуємо
стійким чисельним методом дискретної ортогоналі-
зації [1, 3].

Підставляючи отриманий розв’язок у співвідно-
шення (3), отримаємо значення переміщень та повних
кутів повороту нормалі, за ними можна з’ясувати всі
фактори напружено-деформованого стану.

2 Аналіз напружено-деформованого стану нетон-
ких конічних оболонок у залежності від пара-

метрів зміни товщини та навантаження

Розглянемо напружено-деформований стан коніч-
них оболонок, що знаходяться під впливом змінного
нормального навантаження, що змінюється згідно з

законом h = 1,5(1+ θα cos ).
Матеріал оболонки має модулі поперечного зсуву

γsG  = θγG = 0,2E, θsG  =0,4E;  Es = 5E, θE =1,25Е –

модулі пружності; коефіцієнти Пуассона sν  =0,45,

θν  = 0,18.
Оболонка жорстко закріплена по всьому краю кон-

тура 0 ≤ s ≤ L, – π /2 ≤ θ  ≤ π /2, L = 30. Кут розкриттяя
конуса ψ  = π /2 – ϕ  = π /6.

Початковий радіус усіченого конуса

ψ−= sin 
2

  20  0
Lr .

Рис. 1. Розподіл прогинів по напрямній координаті у перерізі s = L/2

Товщина  змінюється згідно з  законом  h =
= 1,5(1+ θα cos ), при цьому зі зміною параметраα
об’єм оболонки залишається незмінним.

Потрібно визначити таке значення, при якому роз-
поділ прогину по коловій координаті в перетині
s = L/2 буде найбільш рівномірним.

Через симетрію будемо розглядати 
4
1

 частину обо-

лонки: [ ]2/,0 π∈θ .
На рис. 1 наведено графіки розподілу прогинів по

напрямній координаті для різних значень параметра
α  у законі зміни товщини. З рисунку видно, що бажа-
ний результат спостерігається при значенні α  = 0,175.

Висновки

Розроблено ефективний підхід до розв’язання дво-
вимірних задач статики нетонких ортотропних коніч-
них оболонок змінной товщини. Отримано розв’язки
задач такого класу та виявлено закономірності. З на-
ведених результатів видно, що варіюючи одночасно
параметрами змінності товщини і навантаження при
збереженні ваги оболонки можна побудувати раціо-
нальніший напружено-деформований стан оболонко-
вих конструкцій.

Отримані результати мають теоретичний інтерес та
важливе практичне значення для оцінки міцності і де-
формативності елементів конструкцій, що мають фор-
му конічних оболонок змінної товщини.
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КОНСТРУКЦИЙ

Ранее рассмотренный метод расчета стержневых конструкций улучшен с целью повышения
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Введение

В работах [1, 2] представлен метод последователь-
ных перемещений для расчета стержневых систем.
Этот метод позволяет решать как линейные, так и не-
линейные задачи расчета таких систем.

Данная работа является продолжением работ [1, 2]
с целью улучшения предложенного в них метода. Усо-
вершенствованный метод позволяет существенно
уменьшить количество итераций и сократить время
расчета конструкции, а также улучшить надежность
алгоритма вычислений.

Случай одноярусных конструкций, состоящих из
произвольного количества стержней

Рассмотрим одноярусную стержневую систему,
состоящую из n стержней, изображенную на рис. 1.

Начальные координаты узлов будут:

),...,1(,const,const,, 00 niyxyx AiAiBB === . (1)

Пусть система находится в произвольном положе-
нии, отвечающем некоторому смещению узла B вдоль
осей координат:

00, BB vu . (2)




