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АВТОКОЛЕБАНИЯ ГИРОСКОПА В КАРДАНОВОМ ПОДВЕСЕ

Рассматривается задача о колебаниях гироскопа в кардановом подвесе. Исследуется устойчивость системы
под действием нелинейных диссипативных и циркулярных сил. Найдено условие асимптотической
устойчивости в критическом случае пары чисто мнимых корней. Рассмотрен так же случай автоколебания
системы.
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1 Уравнения движения

Рассматривается сбалансированный кардановый
подвес гироскопа, размещенный на неподвижной
подставке. Ось внешнего кольца карданового подвеса
горизонтальна и вращение определяется углом α . Вра-
щение во внутреннем кольце характеризуется углом β .

Кинетическая энергия системы имеет вид:

( ) ( )[ ],sinsin
2
1 2222 βα+ϕ+β+αβ−= &&&& CBCAT

,,, 11010210 CAACDABAAAA −+=+=++=

где 2A  – момент инерции внешнего кольца по отно-

шению к оси вращения; 111 ,, CBA  –моменты инерции
по отношению к главным осям, связанных с этим коль-
цом; 00, CA  – экваториальные и полярные моменты
инерции гироскопа; ϕ  – угол отклонения гироскопа;
точка означает производную по времени  t .

Уравнения движения гироскопа получаем соглас-
но уравнений Лагранжа:
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где обобщенные силы βα QQ ,  выбираем в следующем
виде:

( ) ).(, 3
22

3
11 α−β+β−=β+α+α−= βα EDBQEDBQ &&&&

Слагаемые βα EE ,  соответствуют циркулярным
силам, возникающих в опорах ротора, слагаемые

3
22

3
11 , β+βα+α &&&& DBDB  – диссипативным  силам ,

2121 ,,,, DDBBE  – заданные положительные постоян-
ные.

После исключения циклической координаты ϕ  [1]
уравнения движения гироскопа принимают вид
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где H  – циклическая постоянная.
Очевидно, что уравнения (1) допускают решение

0,0 =β=α=β=α && , (2)

устойчивость которого мы в дальнейшем будем иссле-
довать.

Вводя безразмерное время 
AB

tH
=τ , получаем

уравнения движения (1) в безразмерной форме
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 производную по τ .

2 Исследование устойчивости по первому
приближению

Раскладывая нелинейные слагаемые уравнений
системы (3) в окрестности решения (2) в ряды Тейло-
ра, запишем систему первого приближения
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Согласно критерия Рауса-Гурвица соответствующее
характеристическое уравнение
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отрицательными действительными частями, т.е. реше-
ние (2) асимптотически устойчиво. При ee ~>  корни
уравнения (5) имеют положительные действительные
части, т.е. решение (2) неустойчиво.

При ee ~=  характеристическое уравнение (5) име-
ет два корня с отрицательными действительными час-
тями и пару чисто мнимых корней
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Присутствие пары чисто мнимых корней подразу-
мевает критический случай устойчивости. Следова-
тельно, проблему устойчивости следует решать, учи-
тывая нелинейные слагаемые системы (3).

3 Исследование устойчивости в критическом
случае

Введем обозначения: β′=α′=β=α= 4321 ,,, zzzz .
Раскладывая нелинейные слагаемые системы (3) в
окрестности решения (2) в ряды, ограничиваясь чле-
нами до третьего порядка включительно, запишем си-
стему (3) в нормальной форме при ee ~= :
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где многоточие означает совокупность членов не ниже
пятого порядка;

 

( )

( ) .
2
1,,,

;~
2
12

,,,

3
42

22
23

2
32243214

3
2

3
313

2
214

2
2432

43213

z
h
dzz

h
zz

h
azzzzZ

azezdzzabazzhzzaz

zzzzZ

−−−=

−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

=

(7)

В системе (6) вводим новые переменные
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черта означает сопряжение величин. В результате си-
стема (6) примет вид:
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Согласно основной теоремы о критических случа-
ях [2] систему (8) можно записать в «укороченном»
виде
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Используя метод нормальной формы, можно най-
ти такое полиномиальное преобразование

),(),,( 33 wvRwywvQvx +=+= , где 33, RQ  – одно-

родные формы третьего порядка, что в правых частях
системы (9) останутся лишь резонансные слагаемые.
Таким образом, система (9) приводится к виду
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Причем коэффициент 3K  равен коэффициенту при

yx2  в разложении функции ( ) ( )( )yxuyxuyxY ,,,,, 211 .
В системе (10) делаем  подстановку

)sin(cos),sin(cos θ−θ=θ+θ= irwirv . Приравнивая
действительные и мнимые части, приходим к новой
системе

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⋅+λ=θ′

+⋅=′

...Im~
...Re
3

3

3
3
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Таким образом, задача устойчивости для системы
(6) эквивалентна той же задаче для системы (11). Пос-
ледняя определяется знаком величины 3Re K . Если

0Re 3 <K , то нулевое положение равновесия асимп-
тотически устойчиво, в противном случае – неустой-
чиво.

Задавая значения параметров

8,0,25,01 ==
A
B

H
B

 (что соответствует значениям

реальных приборов [3]), ddd == 21  построена повер-
хность 0),,(Re 23 =dbaK  (рис. 1). Для значений па-
раметров dba ,, 2 , лежащих выше указанной поверх-
ности 0Re 3 <K  (имеет место асимптотическая устой-
чивость), а ниже – 0Re 3 >K (неустойчивость).

Приведенные аналитические результаты подтвер-
ждаются численными. На рис. 2, 3 приводится чис-
ленное решение системы дифференциальных уравне-
ний (3) при начальных  условиях

01,0)0()0()0()0( =β′=β=α′=α . Согласование чис-
ленных и аналитических результатов свидетельству-
ют о достоверности последних.

4 Автоколебания

При переходе величины e через критическое зна-
чение e~  может возникнуть автоколебательный режим
гироскопа. Для этого достаточно, что бы два корня
характеристического уравнения (5) пересекали мни-
мую ось с ненулевой скоростью и решение (2) при

еe ~=  было асимптотически устойчивым или неустой-
чивым [19].

Учитывая, что два корня уравнения (5) пересека-
ют мнимую ось с положительной скоростью, полага-
ем, что параметры системы таковы, что при еe ~=

0Re 3 <K .
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Рис. 1. Область устойчивости решения при значении параметров dddbh ==== 211 ,
5
1,

5
4

Рис. 2. Неустойчивость в критическом случае при 4,
2
1,

5
1,50 2121 −====−= ddbba
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В системе (6) полагаем ε+= еe ~ , где ε  – малый
положительный параметр. Проведя выкладки, анало-
гичные рассмотренным ранее, приходим к системе
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где 3
4

2
3

2
2

3
1),( yFxyFyxFxFyxR +++= ,  здесь

)4,1( =iFi  – известные комплексно-значные функции,
зависящие от параметров задачи.

В системе (12) делаем замену переменных
ϕ−ϕ === ii rexyrex , , выделяя действительные и мни-

мые части, находим выражения для производных ϕ′′,r .
Отношение полученных выражений определяет зна-

чение 
ϕd

dr
, которое с точностью до ε  можно предста-а-

вить в виде:
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Рис. 3. Устойчивость в критическом случае при 8,0,1,0,5,5
1,1,0 2121 ====== hddbba

где )3,1( =iEi  – вполне определенные действительные

функции аргумента ϕ , имеющие следующую струк-
туру:

,6sin6cos4sin
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ϕ+ϕ+ϕ+
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iii

iiiii

EEE

EEEEE

где j
iE  – известные действительные величины, явля-

ющиеся комбинацией параметров задачи.
Периодическое решение уравнения (13), отвечаю-

щее автоколебательному режиму, ищем в виде

...
4sin4cos

2sin2cos

21

2121 +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
ϕε+ϕε+

+ϕε+ϕε+
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qq
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Здесь многоточие означает члены порядка 2ε . Посто-
янные )2,1(,, =iqpk ii определяются путем подстанов-
ки выражения (14) в (13).

На рис. 4 приведено графическое решение задачи,
отвечающие автоколебательному режиму.
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Рис. 4. Автоколебательный режим при значении параметров:
482,0,00007,0,1,0,5,2,0,8,0,1,0,1,0 2121 ==ε====== eabbhdd
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nonlinear dissipative and circular forces. The condition of asymptotic stability is found in critical case of cleanly
imaginary roots pair. The auto-oscillation case of system is considered similarl
Key words: gyroscope, gimbal, critical case, resonance.
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