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Шамровський О.Д., Єгарміна Л.М. Виведення уточнених динамічних рівнянь вигину балки за
допомогою асимптотико-групового аналізу рівнянь теорії пружності
За допомогою методу асимптиотико-групового аналізу отримані із тривимірних динамічних рівнянь теорії
пружності уточнені одновимірні динамічні рівняння вигину балки, більш точні, ніж загальновідомі.
Зокрема, знайдені рівняння описують розповсюдження двох типів хвиль, при чому фронти цих хвиль
рухаються із тими же швидкостями, як у повздовжніх та поперечних хвиль у тривимірному пружному
середовищі. Зауважимо, що класичні рівняння вигину балки мають параболічний тип, тобто не описують
фронтів хвиль, а рівняння типу Тимошенко задають швидкості фронтів хвиль такі, що не співпадають
зі швидкостями фронтів у тривимірному середовищі.
Ключові слова: асимптотико-груповий аналіз, уточнені динамічні рівняння вигину стержня, деформація,
момент що вигинає, сила що перерізує, повздовжні хвилі, поперечні хвилі.

Shamrovskiy A., Egarmina L. Conclusion of the bar bending specified dynamic equations through the
asimptotic-group analysis of resiliency theory equations
Through the method of asymptotic-group analysis the threedimensional dynamic equations of longitudinal bar
deformation given from precise one-dimensional dynamic theory equations, more exact, than known. In particu-
lar equations describe distribution of two waves types are found, thus fronts of these waves move with the same
speeds, as the longitudinal and transversal waves in a three-dimensional resilient environment. We will mark that
classic equations of bar bending have a parabolic type, i.e. does not describe wave fronts, and equation of
Timoshenko type set fronts of waves speeds, not consilient with speeds of fronts in a three-dimensional environ-
ment.
Key words: asymptotic-group analysis, specified dynamic equations of bar bending, deformation, bending mo-
ment, an intersecting force, the longitudinal waves, the transversal waves.
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ЦЕПОЧКОЙ С ЭЛЕМЕНТАМИ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ

Предлагается усовершенствованная дискретная модель упругого стержня в виде цепочки, масса элементов
которой зависит от вида движения (поступательное или колебательное). В качестве критерия
усовершенствования дискретной модели используется близость графиков дисперсионных зависимостей
дискретной и континуальной моделей.
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Введение

В связи с широким использованием в современной
промышленности новых классов ультрадисперсных и
нанокристаллических материалов возникает необхо-
димость разработки и исследования новых математи-
ческих моделей сред, способных учитывать дискрет-
ный характер структуры вещества, состоящего из не-

точечных частиц (гранул), связанных сложными сила-
ми взаимодействия [2]. В данном направлении полу-
чены определенные результаты [1, 3–6], однако, в це-
лом, уровень развития дискретных моделей отстает от
потребностей практики. Так, при решении классичес-
кой задачи о распространении упругой продольной
волны в пружинно-массовой цепочке полученная в
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результате дисперсионная зависимость близка к кон-
тинуальному решению только при сравнительно боль-
ших длинах волн. В настоящей работе ставится цель
усовершенствования такой модели. В качестве крите-
рия усовершенствования предлагается использовать
близость графиков дисперсионных зависимостей пред-
лагаемой дискретной модели и континуальной.

1 Стержень

Рассмотрим уравнение продольных колебаний
стержня [7]:
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Здесь u – продольное перемещение произвольной
точки стержня; T – продольное усилие; x – продольная
координата; t – время; E – модуль упругости; F – пло-
щадь поперечного сечения стержня; ρ  – плотность
материала; a – скорость распространения возмущения
по стержню.

Исследуем распространение по стержню волны
вида

( )kxtAu −ω= sin . (2)

Подстановка показывает, что решение (2) удовлет-
воряет уравнению (1) только в случае

ak=ω . (3)

Соотношение (3) является дисперсионным соотно-
шением. Оно задает связь между величинами k и ω .
Величина k задает частоту изменения по координате
x. Она связана с длиной волны (рис. 1) соотношением

L
k

k
L π

=⇔
π

=
22 . (4)

Рис. 1.

Величина ω  задает частоту по времени t. Она свя-
зана с периодом колебаний T соотношением

.22
T

T π
=ω⇔

ω
π

= (5)

Подставляя (4) в (3) получаем

.2
L

a π
=ω (6)

Решение (2) описывает волну, распространяющу-
юся в положительном направлении оси x. Все выше-
сказанное относится и к волне вида

( ),sin kxtAu +ω= (7)

распространяющейся в отрицательном направлении
оси x.

Рассмотрим сумму двух встречных волн:

( ) ( ) .cossin2sinsin kxtAkxtAkxtAu ω=+ω+−ω= (8)

Рис. 2.

Эта сумма описывает так называемые стоячие вол-
ны (рисунок 2). Особенностью таких волн является
наличие неподвижных (узловых) точек. «Вырезая» из
стоячих волн различные участки, можно получать ре-
зультаты для стержней конечной длины при различ-
ных условиях закрепления и различных режимах ко-
лебаний.

Например, на рисунке 3 изображен случай выреза-
ния стержня конечной длины b по двум ближайшим
узловым точкам. Это отвечает колебаниям стержня с
закрепленными концами.

Рис. 3.

В данном случае длина волны равна удвоенной
длине стержня, bL 2= . В соответствии с этим для ча-
стоты колебаний стержня из (6) имеем

.
b

a π
=ω (9)

Тот же стержень может совершать колебания по
форме, в которой между закрепленными концами ук-
ладываются две полуволны (рис. 4).

Рис. 4.

В этом случае bL = . Из (6) получаем

.2
b

a π
=ω (10)
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Укорочение длины волны приводит к пропорцио-
нальному увеличению частоты колебаний.

Если узловым точкам отвечают неподвижные точ-
ки стержня, то точкам с экстремальной (минимальной
или максимальной) амплитудой колебаний на рисунке
2 отвечают точки стержня с нулевыми продольными
усилиями. Это вытекает из равенства нулю производ-
ных в указанных точках и выражения для усилия (1).
На рисунке 4 изображены колебания стержня с двумя
свободными концами, «вырезанного» из рисунка 2 по
двум ближайшим экстремумам.

Рис. 5.

Здесь, как и в случае, изображенном на рисунке 3,
будет bL 2=  и частота колебаний вычисляется по фор-
муле (9).

Можно при вырезании брать одну узловую точку и
одну экстремальную, как в случае, изображенном на
рисунке 6.

Рис. 6.

Это случай неподвижного левого конца стержня и
свободного правого конца. Здесь длина стержня b вчет-
веро меньше длины волны L: bL 4= . В соответствии
с (6) получаем

.
2b

a π
=ω (11)

Аналогичным образом можно рассматривать и
многочисленные другие подобные случаи.

2 Дискретная цепочка

Рассмотрим дискретный аналог стержня – цепоч-
ку из точечных масс величины m, соединенных пру-
жинами жесткости c (рис. 7).

Рис. 7.

Составим дифференциальное уравнение движения
i-й массы, обозначая через iu  продольное смещение
этой массы из положения равновесия:

( ) ( ) ( )∞<<∞−=−+−+ +− iuucuucum iiiii 011&& (12)

или
( ) ( ).02 11 ∞<<∞−=+−+ +− iuuccuum iiii&& (13)

Фактически, мы получили не одно уравнение, а
систему из бесконечного количества взаимосвязанных
уравнений. Решение подобной бесконечной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений можно
разыскивать также в виде бегущей волны, как это ра-
нее делалось для непрерывного стержня (2). В дан-
ном случае необходимо учитывать дискретное изме-
нение продольной координаты:

( ),∞<<∞−δ= iixi (14)

где δ  – расстояние между соседними массами цепоч-
ки.

В итоге получаем

( ) ( ) ( ).sinsin ∞<<∞−δ−ω=−ω= ikitAkxtAu ii (15)

При подстановке (15) в (13) учтем соотношение

( )[ ] ( )[ ]{ }
( ) .cossin2

1sin1sin11
δδ−ω=

=δ+−ω+δ−−ω=+ +−

kkitA
iktiktAuu ii

(16)

Окончательно получаем

2
sin2 δ

=ω
k

m
c

. (17)

Дисперсионное соотношение (17) существенно
отличается от соотношения (3). Для лучшего сравне-
ния указанных двух соотношений рассмотрим случай,
когда дискретная цепочка моделирует сплошной стер-
жень. В этом случае жесткость пружины равна жест-
кости стержня длины δ :

.
δ

=
EFc (18)

Масса m равна массе стержня той же длины:

δρ= Fm . (19)

Подставляя (18) и (19) в (17) получаем
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,
2

sin2 δ
δ

=ω
ka

(20)

со значением a из (1).
При малых значениях частоты k, что отвечает боль-

шим значениям длины волны L, вместо (20) можно
приближенно записать:

,
2

2 akka
=

δ
δ

≈ω (21)

что совпадает с (3). С увеличением частоты k, т.е. уко-
рочением длины волны результаты вычислений по (3)
и (20) начинают существенно отличаться. На рисунке 8
приведены совместно графики зависимости

k
a

=
ω (22)

(прямая линия) и зависимости

2
sin2 δ

δ
=

ω k
a (23)

при 2=δ .

Рис. 8.

Рассмотрим подробнее вопрос о моделировании
сплошного стержня дискретной цепочкой. Начнем со
стержня конечной длины δ , заменяя его цепочкой той
же длины, состоящей из двух масс и соединяющей их
пружины (рисунок 9).

Рассмотрим вначале поступательное движение
стержня. При этом мерой его инерции будет его пол-
ная масса δρF . Следовательно, при таком же движе-
нии цепочки ее точечные массы будут

.
2
1

δρ=+ Fm (24)

Рис. 9.

Далее рассмотрим колебания стержня самоуравно-
вешенного вида (рисунок 5). При аналогичном дви-
жении цепочки ее частота колебания будет равна

.2
m
c

=ω (25)

Здесь учтено, что при встречном движении масс
происходит удвоенная деформация пружины. Будем
вычислять жесткость пружины по формуле (18). Тог-
да из (25) имеем

.2
δ

=ω
m
EF

(26)

Приравняем полученный результат к частоте (9)
(при δ=b ) и вычислим из этого равенства массу, обо-
значая ее в этом случае через −m :

.2
2 δρ

π
=− Fm (27)

Таким образом, мы видим, что мера инерции то-
чечных грузов при движении этих грузов в одинако-
вом направлении вычисляется по формуле (24), а при
движении в противоположных направлениях – по фор-
муле (27). С учетом этого обстоятельства попробуем
решить теперь более сложные задачи, считая дискрет-
ную цепочку состоящей из элементов, представленных
на рисунке 9 с зависимостью масс грузов от направле-
ний их движения.

Пример 1. Консоль. Заменим консольный стержень
(рисунок 6) на дискретную конструкцию (рисунок 10).

Рис. 10.

Запишем дифференциальное уравнение движения
груза:

.0=+ cuum && (28)
В данном случае движение цепочки является ком-

бинацией поступательного и колебательного движе-
ний. Поступательная часть движения описывается
средней скоростью двух грузов. Учитывая, что ско-
рость левого груза равна нулю, имеем

( ) .
2
10

2
1 uuv && =+=+ (29)

Колебательная часть описывается полуразностью
скоростей двух грузов:

( ) .
2
10

2
1 uuv && −=−=− (30)
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Отсюда скорость груза можно записать в виде

.−+ −= vvu&

Учитывая разницу масс при поступательном и ко-
лебательном режимах движения цепочки, представим
первое слагаемое в уравнении (28) в виде

( ) .
2
1 ummvmvmum &&&&&& −+−−++ +=−→ (31)

В итоге дифференциальное уравнение (28) прини-
мает вид

( ) .0
2
1

=++ −+ cuumm && (32)

Это отвечает частоте колебаний

.
4

22
2 +π

π
δ

=
+

=ω −+
a

mm
c

d (33)

Сравним эту частоту дискретной системы с часто-
той (11):

.074,1
4

4
2

=
+π

=
ω

ωd (34)

Попробуем теперь вычислить частоту дискретной
системы по формуле (17). Подставляя сюда выраже-
ние для k (4) получаем

.sin2
L

a
D

πδ
δ

=ω (35)

Считая, как и в случае непрерывного стержня, дли-
ну консоли равной четвертой части длины волны L,
подставляем в (35) значение δ= 4L , получая

.2
4

sin2
δ

=
π

δ
=ω

aa
D (36)

В этом случае сравнение с частотой (11) дает

.9,022
=

π
=

ω
ωD (37)

Мы видим, что модель, предполагающая неизмен-
ными массы грузов независимо от характера их дви-

жения, дает заниженную частоту (примерно на 10 %),
что соответствует графику на рисунке 8, в то время
как модель, учитывающая изменения этих масс, дает
завышение частоты (примерно на 7,4 %).

Пример 2. Модифицированная цепочка. Рассмот-
рим вновь бесконечную цепочку, но уже в изменен-
ном виде, представленном на рисунке 11.

В отличие от предыдущей цепочки (рисунок 7) дан-
ная цепочка состоит из звеньев вида, представленно-
го на рисунке 9, с массами, величины которых зависят
от взаимных направлений движения концов звена. Рас-
сматривая вновь дифференциальные уравнения (13)
выполним следующие преобразования:

( )iii uuv && += −
+
− 12

1
1 ,  ( )iii uuv && −= −

−
− 12

1
1 ,  −

−
+
− −= 11 iii vvu& ,

( )12
1

+
+ += iii uuv && , ( )12

1
+

− −= iii uuv && , −+ += iii vvu& ,

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) .112
1

12
1

12
1

12
1

12
1

112
1

2
1

iii

iiii

iiiiii

iiiii

ummuumm

uumuum

uumuumvmvm

vmvmumumum

&&&&&&

&&&&&&&&

&&&&&&&&&&

&&&&&&&&

−+
+−

−+

+
−

+
+

−
−

−
+−−++

−
−

−+
−

+

+++−=

=−+++

+−−+=++

+−→+=

(38)

В итоге вместо уравнений (13) получаем следую-
щие уравнения:

  
( ) ( )( )

( ) ( )∞<<∞−=+−+

++−++

+−

+−
−+−+

iuuccu

uummumm

iii

iii

02 11

112
1 &&&&&&

.  (39)

Решение этих уравнений вновь разыскиваем в виде
бегущей волны (15). Подставляя (15) в (39) получаем,
с учетом (16):

( )
( ) δ−++

δ−
=ω

−+−+ kmmmm
kc

cos
cos12 . (40)

Подставляя сюда значения (18), (24) и (27), окон-
чательно получаем:

( ) .
cos44

2
2

sin2
22

2

δ−π++π

πδ
δ

=ω
k

ka
(41)

На рисунке 12 представлен график соответствую-
щей дисперсионной зависимости (жирная линия) со-
вместно с графиками, изображенными ранее на рисун-
ке 8.

Рис. 11.
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Рис. 12.

Мы видим значительно лучшее приближение дис-
кретной дисперсионной зависимости к континуально-
му решению, чем в предыдущем случае, что показы-
вает эффективность принятого рассмотрения двух ви-
дов масс.

Проанализируем подробнее полученные результа-
ты. Максимум частоты ω  достигается при:

.2
22

δ=⇒
π

=
δ Lk (42)

Такой длине волны отвечает длина полуволны, рав-
ная δ . А это случай колебаний дискретного элемента,
изображенного на рисунке 9, при движении масс в
противоположные стороны. Т.е. случай, когда массы
грузов равны −m . В этом случае частота колебаний
дискретного элемента совпадает с частотой колебаний
непрерывного стержня той же длины. Как видно из
рисунка 12, такой же результат получается и для всей
бесконечной цепочки. Однако при длине волны, боль-
шей, чем (42) (что отвечает меньшей частоте k), час-
тота колебаний дискретной цепочки несколько превы-
шает соответствующую частоту колебаний непрерыв-
ного стержня. Таким образом, добившись совпадения
в экстремальной точке, мы понизили точность резуль-
татов в других, более важных точках.

Этот результат можно подкорректировать. Исполь-
зуя выражения (24) и (27) запишем:

+− α= mm , .405,04
2 ≈

π
=α (43)

В соответствии с этим перепишем (41) в виде

( ) .
cos11

2
2

sin2
δα−+α+

δ
δ

=ω
k

ka
(44)

Применение этой формулы со значением α  (43),
естественно, даст прежний результат. Однако теперь
мы можем корректировать значение α . На рисунке 13
приведены графики, отвечающие возросшим значени-
ям α .

Как видим, увеличивая α , можно добиться лучше-
го приближения континуальных и дискретных резуль-
татов в рабочем диапазоне значений k за счет некото-
рого ухудшения результатов вблизи экстремальной
точки.

Вывод

Таким образом, учет изменения масс элементов
пружинно-массовой цепочки при разных видах дви-
жения этих элементов позволил добиться лучшего
приближения дисперсионных зависимостей дискрет-
ной и континуальной моделей в большем диапазоне
волнового числа k, чем это имеет место в случае клас-
сической пружинно-массовой цепочки, не учитываю-
щей изменения масс.
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1 Уравнения движения

Рассматривается сбалансированный кардановый
подвес гироскопа, размещенный на неподвижной
подставке. Ось внешнего кольца карданового подвеса
горизонтальна и вращение определяется углом α . Вра-
щение во внутреннем кольце характеризуется углом β .

Кинетическая энергия системы имеет вид:

( ) ( )[ ],sinsin
2
1 2222 βα+ϕ+β+αβ−= &&&& CBCAT

,,, 11010210 CAACDABAAAA −+=+=++=

где 2A  – момент инерции внешнего кольца по отно-

шению к оси вращения; 111 ,, CBA  –моменты инерции
по отношению к главным осям, связанных с этим коль-
цом; 00, CA  – экваториальные и полярные моменты
инерции гироскопа; ϕ  – угол отклонения гироскопа;
точка означает производную по времени  t .

Уравнения движения гироскопа получаем соглас-
но уравнений Лагранжа:
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