
118

( )
( ).

1075
3104
β−γ
γ+β

−<μ (24)

Таким  образом , при β=γ
7

10  равновесие

021 =ρ=ρ  системы (19) асимптотически устойчиво,

а при β>γ
7

10
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β<γ

7
10

 оно асимптотически устой-

чиво при выполнении неравенства (23) (или (24)).
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МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ТРЕХГРАННЫХ УГЛОВ ПРИ
РАЗРАБОТКЕ УПРАВЛЯЮЩИХ ПРОГРАММ ДЛЯ

МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ ДЕТАЛЕЙ НА СТАНКАХ С ЧПУ

Описывается перерасчет через литейные уклоны плоских углов в трехгранных углах, необходимый при
разработке управляющих программ для станков с числовым программным управлением при обработке
трехгранных углов. Описывается дедуктивный метод определения углов, образованных при пересечении
двухгранных углов плоскостью обработки.

Ключевые слова: трехгранный угол, плоский угол, двугранный угол, литейный уклон, метод математической
дедукции, плоскость обработки.
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При разработке управляющих программ для стан-
ков с числовым программным управлением (ЧПУ) на
обработку трехгранных углов (ТГУ) используются как

исходные параметры плоские углы (ПУ) ТГУ. Но в
чертежах на детали с ТГУ часто плоские углы не зада-
ны, а заданы линейные углы (ЛУ) двугранных углов
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(ДУ). Причем, ЛУ могут быть ≠ 90°. Например, в прес-
сформе закладываются литейные уклоны 1°…5 ° , и
ЛУ ТГУ будут 91°…95 ° . ЛУ могут быть и больше 95 °

Для начала выведем формулу (необходимую в даль-
нейшем как образец) для вычисления угла, образован-
ного при пересечении двугранного угла плоскостью
обработки (рис. 1, фрагмент рис. 2).

Рис. 1.

Рис. 2.

Дано: β1 , β2, углы ∠ OКЕ = ∠ OКF = ∠  EКF = 90 °
Необходимо вычислить угол КФЕ {КФF} на плос-

кости обработки Р{М}.
Здесь и далее фасонные скобки {…..} применены

для сокращения повторений. Например, выражение с
фасонными скобками, которое приведено выше, надо
читать как два выражения:

1) Необходимо вычислить угол КOЕ на плоскости
обработки  Р.

2) Необходимо вычислить угол КOFна плоскости
обработки М.

Принимаем OК=1
Из ΔOКЕ{ΔКF} следует:
1) KE{КF}= OКtgβ1{tgβ2}=1 tgβ1{tgβ2}=

=tgβ1{tgβ2}= BF{BE};

2) OF{OE} = { }12 coscos ββ
KO

 = { }12 coscos
1

ββ ;

3) Из ΔOBF{ ΔOBE } следуетет

     tgХ1{tgХ2}= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

EO
BE

FO
BF

.

Подставим в эту формулу значение  OF{ OE}, вы-
численное в пункте 2, получим:

tgХ1{Х2}= 
{ }

{ }12 coscos
1

ββ

BEBF
 = BF{BE} { }12 coscos ββ ,

где Х1 = 2γ1 – 90 °; Х2 = 2γ2 – 90 ° (рис. 2).
Можно написать общую формулу:

         tg (2 γ1,2 – 90 °) = tgβ1,2 cos β2,1 (1 a)

Вычисление или проверка плоских углов (ПУ) ТГУ
могут быть осуществлены также методом математи-
ческой дедукции [1].

«Дедукция наряду с синтезом, анализом, индукци-
ей и аналогией, является одним из научных методов
исследований» [1].

На рис. 2 изображен ТГУ OАВСС в изометрии, в
котором вершина обозначена т. O , ребра – OА, OВ,
ФС, плоские углы (ПУ) ВOА = 2γ2, ВOС = 2γ1, АOС =
= 2ψ [2, 3].

Через стороны ПУ проходят плоскости граней ТГУ –
ВOА, ВOС, АOС. Грань АOС, расположенная на плос-с-
кости Q, является основанием, перпендикулярным оси
шпинделя и параллельным плоскости, на которой ус-
тановлена деталь с ТГУ.

Двугранные углы ТГУ МАOQ, РСOQ и МВOР из-
меряются линейными углами (соответственно 21,αα )
и углом между плоскостями М и Р, который при

21, α=α  =90° (стороны ЛУ перпендикулярны ребру)
равен 2y.

Плоскости Р, М, Q (плоскости обработки) получа-
ют обработкой детали. Плоскость обработки Р{М, Q},
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пересекая ДУ МАOQ{РСOQ, МВOР}, образовываетает
угол 2γ1{2 γ2 ,2 ψ}.

Литейные уклоны вычислим следующим образом:
1) Для грани ВOА ( плоскость М) 1β = 1α  - 90 °=

∠КOЕ
2) Для грани ВOС ( плоскость Р) 2β = 2α  - 90 °=

∠КOF.
Будем рассматривать уклоны β1 и β2 (наклоны плос-

костей М и Р) в пределах от 0 ° до 90 °.
Через стороны линейных углов СOЕ и АOF про-

ведем взаимноперпендикулярные плоскости 1 и 2 со-
ответственно. Это положение плоскостей 1 и 2 с на-
клоном 0° будем считать точкой 1 для дедукции.

Наклоним каждую плоскость 1 и 2 , вращая вокруг
прямых ОС и ОА соответственно, лежащих на плоско-
сти Q основания, до совмещения с плоскостью Q . Это
положение считаем как наклон 90 °– точка 2 для де-
дукции.Значение литейных уклонов Х, в зависимости
от наклона от точки 1 дедукции к точке 2 дедукции,
можно рассматривать как произведение f(β) (функции
от литейного уклона в) на коэффициент k, который ме-
няется от k = 1 в точке 1 дедукции до k = 0 в точке 2
дедукции.

Значение k в точках дедукции совпадает со значе-
нием косинусов соответствующих углов в точках де-
дукции

k 1= cosβ2;   k2 = cosβ1. (1 б)

При наклоне 0° литейные уклоны β1 и β2 не изме-
нятся.

β1= k1 f(β1), где k1= 1= cosβ2 (β2 = 0 °),
β2= k2 f (β2), где k2= 1= cosβ1 (β1=0 °).
При наклоне на угол 90 ° литейные уклоны изме-

нятся, будут равны 0 °

β1,2 = k1,2 f (β1,2), где k1,2 = 0 = cosβ2,1 (β2,1 = 90 °).

Литейные уклоны β и плоские углы γ выразим че-
рез соотношение катетов (tg2γ, tgβ) в треугольнике, по-
строенном на сторонах углов 2γ и β

tg(2γ1,2 - 90 °) = tgβ1,2 cosβ2,1 (1)

Сравним и убедимся, что формулы (1) и ранее вы-
веденная (1 а) одинаковые (области определения так-
же одинаковые).

В результате приведенных выше расчетов, при на-
клоне на угол β = 0 °…90 °, плоские углы ТГУ будут:

2γ1 = arctg (tgβ1 cosβ2) + 90 °; (2)

2γ2 = arctg (tgβ2 cosβ1) + 90 °. (3)

Формулы (2) и (3) справедливы когда плоский угол
АOС прямой,  т.е. 2ψ = 90 °.

Если 2ψ ≠ 90 ° , то в формуле (2) перевычислить:

.
2sin

acrtg 2
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ψ

β′
=β

tg
(4)

В формуле (3) перевычислить:

,
2sin

acrtg 1
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ψ

β′
=β

tg
(5)

где 2ψ = [0 °…90 °...180 °] = const,
функция β1,2 – литейный уклон перевычисленный,
аргумент β′1,2  – литейный уклон до перевычисле-

ния, заданный в чертеже, а (β′1, 2 + 90 °)  – это линей-
ный угол двугранного угла.

Если плоскости М и Р вращать вокруг неподвиж-
ной линии OК, изменяя угол 2ψ = 0 °…180 °, то при
любом значении литейного уклона ( 1α 1,2 - 90°) (углы
При 2ψ = 0 °, точки А и С сольются по одну сторону от
точки O , а точки Е и F сольются в бесконечности по
другую сторону от точки O , и все эти точки будут ле-
жать на одной прямой.

При 2ψ = 180 °, точки А, Е и C, F будут лежать на
одной прямой по разные стороны от точки O .

В итоге нами получены три точки для дедукции с
координатами:

Этим точкам соответствуют формулы (4) и (5), где
коэффициент

ψ
=

2sin
1k (см. 1 б).

Они аналогичны (1 a).
Только (4) и (5) решены относительно tgβ1,2 , и си-

нус угла равен косинусу дополнительного угла (sin2ψ=
= cos(90 ° - 2ψ)), а аргументом является 2ψ.

Т.е. можно написать tgβ′ = tgβ cos (90 ° - 2ψ) и срав-
нить с (1 а) или (1).

Убедимся, что (4) и (5) определены на всем интер-
вале аргумента 0 °...180 °, а не только в точках дедук-
ции. Формулы (4) и (5) аналогичны зависимости (1 a)
и (1). Они определены на отрезке cosв, где β = 0…90n,
где n-натуральный ряд.

Наш интервал 0…180 ° принадлежит множеству
0°…90 °  n, т.е. таким образом мы убедились, что мно-
жество 0 °…180 ° принадлежит множеству  0 °…90°·n
(при n = 2).

Но можно сделать вывод и методом дедукции.
По аналогии с [2] (дедукция, пример о Сократе),

отрезок (0 ° …90 °·n) является областью определения
формулы (1) (большая посылка). Значения (элементы)
(0 °; 90 ° и 180 °) определены для формул (4) и (5), и
эти формулы могут быть получены из (1) (малая по-
сылка).

Вывод: (4) и (5) определены на отрезке 0 °…180 °.
Если в дроби формул (4) и (5) знаменатель стре-

№ точки п/п 1 2 3 

аргумент 2ψ 0 ° 90 ° 180 ° 

функция β1,2 90 ° β'1,2 90 ° 
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мится к 0, то дробь стремится к бесконечности, а арк-
тангенс этой дроби стремится к 90 °.

Описанный метод расчета на практике может быть
применен для разработки управляющих программ для
станков с ЧПУ при изготовлении волноводов РЛС и
прессформ.
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Лякун С.Ф. Метод обчислення тригранних кутів при розробці керуючих програм для механічної
обробки деталей на верстатах з ЧПК
Описується перерахунок через ливарні ухили плоских кутів у тригранних кутах, необхідний при розробці
керуючих програм для верстатів з числовим програмним керуванням при обробці тригранних кутів.
Описується дедуктивний метод визначення кутів, утворених при перетинанні двогранних кутів площиною
обробки.
Ключові слова: тригранний кут, плоский кут, двогранний кут, ливарний ухил, метод математичної
дедукції, площину обробки.

Lyakun S. The method of trihedral angles calculating at control programs development for machining of
parts on the numerical-controlled machine tools
The recalculation of plane angles in trihedral angles through pattern tapers is described, being required for
development of control programs for the NC machine tools when machining the trihedral angles. The deductive
method is described to determine the angles formed at intersection of dihedral angles by a plane of machining.
Key words: trihedral angle, flat angle, dihedral angle, cast slope, method of mathematical deduction, the plane
processing.
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ВЫВОД УТОЧНЕННЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ИЗГИБА БАЛКИ ПРИ ПОМОЩИ АСИМПТОТИКО-

ГРУППОВОГО АНАЛИЗА УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

При помощи метода асимптотико-группового анализа из трехмерных динамических уравнений теории
упругости получены уточненные одномерные динамические уравнения изгиба балки, более точные, чем
известные. В частности найденные уравнения описывают распространение двух типов волн, причем фронты
этих волн движутся с теми же скоростями, как у продольных и поперечных волн в трехмерной упругой среде.
Отметим, что классические уравнения изгиба балки имеют параболический тип, т.е. не описывают фронтов
волн, а уравнения типа Тимошенко задают скорости фронтов волн, не совпадающие со скоростями фронтов
в трехмерной среде.

Ключевые слова: асимптотико-групповой анализ, уточненные динамические уравнения изгиба стержня,
деформация, изгибающий момент, перерезывающая сила, продольные волны, поперечные волны.
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В работе [1] изложена процедура получения уточ-
ненных динамических уравнений обобщенного плос-
кого напряженного состояния и изгиба пластины на
основе трехмерных уравнений теории упругости при
помощи метода асимптотико-группового анализа. При
этом реализовано, так называемое, минимальное уп-

рощение трехмерных уравнений, приводящее к дву-
мерным уравнениям. В данной работе рассматривает-
ся более сильное упрощение трехмерных уравнений,
которое, в результате совмещения двух минимальных
упрощений приводит к уточненным одномерным урав-
нениям изгиба балки. Таким образом, получаются




