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ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДИССИПАТИВНЫХ СИЛ

В работе исследуется устойчивость циркулярной системы при действии диссипативных сил (типичный
пример диссипативных сил – реактивные силы, используемые в ракетостроении). В критическом случае двух
пар чисто мнимых корней найдено в терминах системы условие  асимптотической устойчивости. Рассмотрен
также резонанс четвертого порядка.
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1 Уравнения движения циркулярной системы
при действии диссипативных сил

Уравнения движения циркулярной системы с дву-
мя степенями свободы, находящейся под действием не-
линейных диссипативных сил, можно привести к виду:
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где функция Рэлея R – однородная форма четвертого
порядка.

Систему (1) приведем к безразмерной форме с по-

мощью безразмерного времени t21 λ+λ . Эта заме-
на корректна, т.к. необходимым условием устойчиво-
сти равновесия 021 == xx  021 == xx && линейной сис-

темы является неравенство 021 >λ+λ .
Система (1) примет вид:
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В (2) штрих обозначает дифференцирование по τ ;
)/( 211 λ+λλ=k . Обозначения для других параметров

сохранены прежними.
Условием устойчивости положения равновесия

021 == xx , 021 =′=′ xx  системы (2) при отсутствии

диссипативных сил 02121 =γ=γ=β=β  является не-
равенство

4/1)1( 2 <μ+−kk . (3)

Заметим, что при 21 λ=λ линейная циркулярная
система неустойчива [1]. Поэтому без уменьшения
общности будем считать, что 21 λ>λ .

При выполнении неравенства (3) характеристичес-
кое уравнение имеет две пары чисто мнимых корней

1ω±i , 2ω±i , где  1ω , 2ω  ( 21 ω>ω ) удовлетворяюторяют
уравнению частот

0)1( 224 =μ+−+ω−ω kk .

Таким образом, задача устойчивости положения
равновесия 021 == xx  021 =′=′ xx  системы (2) сво-о-
дится к анализу критического случая двух пар чисто
мнимых корней.

2 Линейная и нелинейная нормализация

Для преобразования системы (2), удобно записать
ее в векторном виде
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В системе (4) сделаем замену переменных
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Поскольку линейная система является неконсерва-
тивной (матрица A не является симметрической), то
для перехода к нормальным координатам необходимо
провести анализ сопряженной системы 04 =+′′ xAx T

и найти сопряженную матрицу *L  собственных форм.
Поскольку TA  получается из матрицы A заменой μ
на μ− , то и  имеет вид матрицы  L после заменыμ  на

μ− .
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Подставляя замену (5) в (4) и умножая слева на *L ,
получим
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В системе (6) сделаем еще одну замену переменных
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В (7) черта означает операцию комплексного со-
пряжения. Система (6) примет вид:
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В (8) 21, ΦΦ равны
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В выражениях (9) необходимо сделать последова-
тельно замены переменных (5) и (7). Уравнения для
сопряженных переменных не выписаны.

Для того чтобы воспользоваться критерием Камен-
кова в случае двух пар чисто мнимых корней [8], не-
обходимо в системе (8) провести нелинейную норма-
лизацию, после которой в преобразованной системе
будут присутствовать только резонансные члены.
Предположим сначала, что отсутствует внутренний
резонанс четвертого порядка  21 3ω≠ω . С помощью
полиномиального преобразования

)2,1(),,,,( 2121 =+= kzzzzZzu kkk (10)

систему (8) можно привести к нормальной форме до
членов третьего порядка включительно ( kZ - формы
третьего порядка)

.

;

2
2
22211221222

221121
2
111111

zzAzzzAziz

zzzAzzAziz

−−ω=′

−−ω=′

(11)

В (11) коэффициенты  ijA  равны
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3 Анализ устойчивости

Рассмотрим ряд частных случаев.  Пусть
β=β=β 21   и  γ=γ=γ 21  Тогда 02112 == AA . Сис-

тема (11) имеет вид:

    .
)(

1)3(
8
1

;
)(

1)3(
8
1

2
2
222

2

2
2
2222

1
2
122

2

2
2
1111

zz
k

ziz

zz
k

ziz

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−ω

μ
+γω+β−ω=′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−ω

μ
+γω+β−ω=′

(12)

Коэффициенты при 1
2
1 zz  и 2

2
2 zz  отрицательны и,

на основании критерия Каменкова [8], равновесие
021 == xx , 021 =′=′ xx асимптотически устойчиво.о.

Интересно отметить следующее обстоятельство.
Если на устойчивую циркулярную систему с произ-
вольным числом степеней свободы действуют линей-
ные диссипативные силы с равными коэффициента-
ми диссипации, то равновесие 021 == xx , 021 =′=′ xx
циркулярной системы становится асимптотически ус-
тойчивым [1]. Здесь аналогичный результат для сис-
тем с двумя степенями свободы имеет место и в слу-
чае нелинейных диссипативных сил.

Рассмотрим случай  021 =γ=γ . Система (11) при-
мет вид:
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Поскольку коэффициенты при 221 zzz  и 121 zzz
имеют разные знаки, то условием асимптотической
устойчивости равновесия системы (13) является по-

ложительность коэффициентов при 1
2
1 zz  и 2

2
2 zz  [8],

т.е. неравенства

.1
aa <β< (14)
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При выполнении неравенств

aa <β<  или a
1>β (15)

равновесие системы (13) неустойчиво. Это следует из
существования неограниченно растущего решения по

( )021 ≡ρρ  или по ( )012 ≡ρρ .  Переменные

21, ρρ связаны с 21, zz  соотношениями

21 2211 , ϕϕ ρ=ρ= ii ezez .

Случай 021 =β=β  рассматривается аналогично.
Условие асимптотической устойчивости и условия
неустойчивости равновесия совпадают с неравенства-
ми (14) и (15) заменой β  на .21 γγ=γ

Заметим, что выводы об устойчивости равновесия
сохраняются и для полной нелинейной системы [9].

Из полученных результатов следует, что влияние
нелинейных диссипативных сил на циркулярную сис-
тему также неоднозначно: они могут как стабилизи-
ровать до асимптотической устойчивости равновесие
циркулярной системы, так и дестабилизировать ее рав-

новесие. Например, при ( )44 21−<μ k  равновесие
линейной циркулярной системы устойчиво, а, напри-
мер, при a<β  оно становится неустойчивым.

4  Резонанс 21 3ω=ω

При резонансе 21 3ω=ω   частоты 1ω  и 2ω  равны

1,0,9,0 2
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2
1 =ω=ω , а параметры μ,k  связаны соот-т-

ношением ( ) .25421 22 −−=μ k
Нормальная форма до членов третьего порядка

имеет вид
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Ограничимся рассмотрением  случая,  когда
γ=γ=γβ=β=β 2121 , . При этом 02112 == AA , а

коэффициенты 21, BB  равны
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В системе (16) сделаем замену переменных
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после которой система (16) примет вид
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Для анализа устойчивости равновесия 021 =ρ=ρ
системы (19) рассмотрим определенно положительную
функцию

.21 ρ+ρ=V (20)

Производная по τ  в силу системы (19) равна
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Рассмотрим три случая:

 β<γβ>γβ=γ
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При β=γ
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 021 =+ BB  и V ′  является определен-

но отрицательной,  следовательно, равновесие
021 =ρ=ρ  системы (19) асимптотически устойчиво.

При β>γ
7

10
  021 >+ BB . Из (21) с использованием
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Условием определенной отрицательности произ-
водной V ′  являются неравенстваа
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которые сводятся к одному
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Случай ( )0
7

10
21 <+β<γ BB  рассматривается

аналогично: при этом в неравенстве (22) знак при

21 BB +  должен быть заменен на противоположный, а

условием определенной отрицательности V ′  служит
неравенство
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Таким  образом , при β=γ
7

10  равновесие

021 =ρ=ρ  системы (19) асимптотически устойчиво,

а при β>γ
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 оно асимптотически устой-

чиво при выполнении неравенства (23) (или (24)).
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МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ТРЕХГРАННЫХ УГЛОВ ПРИ
РАЗРАБОТКЕ УПРАВЛЯЮЩИХ ПРОГРАММ ДЛЯ

МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ ДЕТАЛЕЙ НА СТАНКАХ С ЧПУ

Описывается перерасчет через литейные уклоны плоских углов в трехгранных углах, необходимый при
разработке управляющих программ для станков с числовым программным управлением при обработке
трехгранных углов. Описывается дедуктивный метод определения углов, образованных при пересечении
двухгранных углов плоскостью обработки.

Ключевые слова: трехгранный угол, плоский угол, двугранный угол, литейный уклон, метод математической
дедукции, плоскость обработки.
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При разработке управляющих программ для стан-
ков с числовым программным управлением (ЧПУ) на
обработку трехгранных углов (ТГУ) используются как

исходные параметры плоские углы (ПУ) ТГУ. Но в
чертежах на детали с ТГУ часто плоские углы не зада-
ны, а заданы линейные углы (ЛУ) двугранных углов




