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Вступ

Задачі про стаціонарну динамічну поведінку не-
скінченно довгих циліндричних оболонок, які знахо-
дяться в необмеженому інерційному пружному сере-
довищі під дією рухомих навантажень раніше розгляда-
лись в роботах [1–3], а також в монографії [4]. У  роботах
[5, 6] розглянуті подібні задачі у нестаціонарній поста-
новці, але розгляд обмежено випадками, коли для обо-
лонки використовуються класичні рівняння, а для опи-
су реакції середовища використовується наближена
модель типу Власова-Пастернака, яка не дозволяє знай-
ти напруження і переміщення у пружному просторі та
обмежує дослідження нестаціонарної поведінки обо-
лонки.

Постановка задачі

Розглядається невісесиметрична нестаціонарна
деформація нескінченно довгої циліндричної обо-
лонки, яка знаходиться у лінійно-пружному, одно-
рідному та ізотропному просторі під дією наванта-
жень, що рухаються по внутрішній поверхні обо-
лонки вздовж осі оболонки. Нехай оболонка та
простір віднесені до нерухомої циліндричної систе-

ми координат { }xr ,, θ . Внутрішній радіус оболонки

b , а зовнішній – a . У момент часу 0<t  оболонка та
простір знаходяться в стані спокою та вільні від напру-
жень.  Потім у момент часу 0=t  в  області

1221 ,,,0 θ−≤θ≤θ−θ≤θ≤θ== brx

( ),0(,, 2121 π∈θθθ≤θ ) прикладається імпульсив-

не нормальне навантаження 0F  і у подальші моменти

часу 0>t  відбувається розширення навантаженої ділян-

ки з постійною швидкістю c , але так, що сумарний нор-
мальний тиск у всі моменти часу залишається рівним

0F . Також розглядається випадок, коли в момент часуу

0=t  в області

1221 ,,, θ−≤θ≤θ−θ≤θ≤θ=≤ brdx

( ),0(,, 2121 π∈θθθ≤θ ) прикладається імпульсивне

нормальне навантаження 0F , яке постійно діє на даній
ділянці.

У даній роботі рух оболонки будемо описувати за
допомогою рівнянь, які враховують поперечний зсув
та інерцію обертання (оболонка типу Тимошенко). Кон-
такт між простором та оболонкою вважаємо ковзним,
а зв’язок – двостороннім. Середовище, що оточує обо-
лонку, описується динамічними рівняннями теорії
пружності.

У векторній формі динамічні рівняння теорії пруж-
ності мають вигляд [9]:

( ) ( ) ( ) 2

2

2222 2
t
uurotrotudivgrad

∂
∂

ρ=μ−μ+λ .    (1)

Тут ( )rx uuuu ,, θ=  – вектор переміщень; 22, μλ  – па-
раметри Ламе для простору, 2ρ  – щільність простору..

Рух оболонки описується рівняннями, які врахову-
ють поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка
типу Тимошенко), та в загальному випадку мають виг-
ляд [10]:
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де wvu ,,  – осьове, кільцеве та нормальне пере-
міщення точок серединної поверхні оболонки відповід-
но; θχχ ,x  – кути повороту нормалі до серединної
поверхні  в осьовому і кільцевому напрямках;

θqqq xr ,,  – нормальна, осьова та кільцева реакція з
боку простору на границі контакту між простором та
оболонкою; f  – нормальне навантаження;

ahG ,,,, 111 νρ  – модуль зсуву, густина, коефіцієнт
Пуассона, товщина та зовнішній радіус оболонки;

3
22 =k  – числовий коефіцієнт..
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При відсутності масових сил вводимо потенціальні

функції χϕφ ,,  за формулами [9]
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Підставляємо залежності (3) в рівняння (1).
Маємо:
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Gc . (5)

Граничні умови мають вигляд:
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Напруження, необхідні для задоволення граничних умов,
виражаються через переміщення згідно з формулою:
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Початкові умови приймаються нульовими, тобто
при 0=t  шукані величини та їх перші похідні за часом
вважаємо рівними нулю.

Розв’язання задачі у просторі зображень

Для розв’язання задачі будемо використовувати пе-
ретворення Лапласа за часовою змінною:

∫
∞

−=
0

)()( dtetfpf pt
L (8)

та перетворення Фур’є за осьовою координатою:

∫
∞
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π
= dxexfsf isx

F )(
2
1)( . (9)

Перейдемо до безрозмірних величин:
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Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною τ

та перетворення Фур’є за змінною *x  до рівнянь (4) та
розкладаємо зображення потенціальних функцій у ряд
Фур’є за формулами:

{ } { } ( )

( ).sin

,cos,,

1
,

0
,,

∑

∑
∞

=

∞

=

θΧ=Χ

θΨΦ=ΨΦ

n
nLFLF

n
nLFnLFLFLF

n

n

     (11)

Рівняння (4) мають вигляд:
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де  
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Загальний розв’язок рівнянь (12) з урахуванням
умов затухання на нескінченності має вигляд:
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де ,, 222222 psmpsm ssrr η+=η+=  а nK  – мо-

дифіковані функції Бесселя.
Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною τ

та перетворення Фур’є за змінною *x  до компонент
переміщень і напружень та розкладаємо їх у ряд Фур’є
за формулами:

{ } { } ( )

{ } { } ( )

{ } { } ( ).sin,,

,cos,,

,cos,,

1
,,

0
,,

0
,,

∑

∑

∑

∞

=
θθθθ

∞

=

∞

=

θσ=σ

θσσ=σσ

θ=

n
nLFrnLFLFrLF

n
nrxLFnrrLFrxLFrrLF

n
nxLFnrLFxLFrLF

nUU

n

nUUUU

       (14)

Рівності (7) та (3) мають наступний вигляд:
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Розкладаємо зображення шуканих величин у ряд
Фур’є таким чином:
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У просторі зображень за Фур’є-Лапласом система
(2) має вигляд:
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Граничні умови (6) мають вигляд:
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Враховуючи граничні умови (19), у системі (18) з
четвертого та п’ятого рівнянь знаходимо невідомі
функції nLFnxLF ,, , θχχ , а потім з першого та другого

рівнянь знаходимо функції nLFnLF VU ,, ,  відповідно:
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Підставляємо вирази (20) в третє рівняння системи
(18), а також, враховуючи граничні умови (19), отри-
муємо систему рівнянь відносно невідомих

),(),,(),,( 321 psCpsCpsC nnn . Розв’язавши отрима-
ну систему методом Гауса, підставляємо отримані роз-
в’язки у співвідношення (15) та (16) і отримуємо вирази
для переміщень та напружень у просторі зображень.

Результати чисельного аналізу

Розглянемо випадок, коли в початковий момент часу
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відбувається розширення навантаженої ділянки внутр-
ішньої поверхні циліндричної оболонки з постійною
швидкістю c .

Функція навантаження має вигляд:
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де ( )xH  – одинична функція Хевісайда.
Трансформанта навантаження (21) має вигляд:
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де    
sc

cc =* .

Після оберненого перетворення Фур’є отримаємо
вирази для трансформант Лапласа:
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Розглянемо тепер випадок, коли в початковий мо-

мент часу 0=t  в області ,, brdx =≤  ,
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не навантаження 0F , яке постійно діє на даній ділянці.
Функція навантаження має вигляд:
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Трансформанта навантаження (23) має вигляд:
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де   
a
dd =* .

Після оберненого перетворення Фур’є отримаємо
вирази для трансформант Лапласа:
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Обчислення невласних інтегралів у виразах (23), (24),
(27), (28) здійснювалось наближено з використанням
метода Файлона [7], обернення перетворення Лапласа
здійснювалось чисельно за допомогою зміщених по-
ліномів Лежандра [8].

Розрахунки проведено для таких значень безрозмір-
них параметрів:  ,3,021 =ν=ν  ,30=γ  ,4* =ρ

,02,0=κ  ,98,011 =κ−=d  ,
2
1* =d ,4,0* =c  ,0* =x

.1* =r  Величини τθ,  – змінювались.
Рис. 1 ілюструє зміну нормальних переміщень, для

навантажень (21), за кутовою координатою на межі кон-

такту оболонки і пружного простору ( )0,1 ** == xr ,

для різних значень безрозмірного часу, при цьому для
кривої 1 – 1=τ , для 2 – 3=τ , 3 – 10=τ . На рис. 2
приведені аналогічні результати для нормальних напру-
жень, але для кривої 1 – 1,0=τ .

На рис. 3 та рис. 4 для навантаження (25) показано
зміну нормальних переміщень та нормальних напру-
жень за кутовою координатою на границі контакту обо-

лонки і пружного простору ( )0,1 ** == xr  у різні мо-

менти безрозмірного часу, при цьому для кривої
1 – 1=τ , для  2 – 3=τ ,  3 – 10=τ .

Висновки

Отримано розв’язок невісесиметричної динаміч-
ної задачі для циліндричної оболонки у пружному про-
сторі. При цьому вирази для переміщень і напружень
у оболонці і довільній точці простору подано у вигляді
подвійних невласних інтегралів Фур’є та Лапласа від
рядів Фур’є. Для отримання результатів запропонова-
но ефективний чисельний алгоритм, який ґрунтуєть-
ся на на методі Файлона та многочленів Лежандра.

Рис. 1. Розподіл нормальних переміщень оболонки за
кутовою координатою в різні моменти часу, для наванта-

ження, що розбігається

Рис. 2. Розподіл нормальних напружень оболонки за
кутовою координатою в різні моменти часу, для наванта-

ження, що розбігається

Рис. 3. Розподіл нормальних переміщень оболонки за
кутовою координатою в різні моменти часу, для навантажен-
ня, що залежить від часу, як одинична функція Хевісайда

Рис. 4. Розподіл нормальних напружень оболонки за
кутовою координатою в різні моменти часу, для навантажен-
ня, що залежить від часу, як одинична функція Хевісайда
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Проілюстровано графічно розподіл за кутовою коор-
динатою в різні моменти часу нормальних переміщень
та напружень оболонки на межі контакту з пружним
простором. Показано, що для навантаження, що розбі-
гається, нормальні переміщення та напруження зі
збільшенням часу збігаються до нуля. Отримані резуль-
тати і запропоновані алгоритми можуть використову-
ватись при динамічному розрахунку підземних споруд,
зокрема тунелів метро та підземних трубопроводів.
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