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З використанням процесу ортогоналізації Грамма-Шмідта запропоновано спосіб формування
ортогональних функцій прогину при заданих граничних умовах. Методом Релея-Рітца знайдено власні частоти
плоских згинальних коливань консольного стержня. Отримані результати підтверджуються збігом частоти
нижчої моди з відомими значенням.
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Вступ

У сучасних технологіях механічної обробки є акту-
альним врахування коливань оброблювального інстру-
менту (наприклад, різців). Прецизійний динамічний мо-
ніторинг часом виявляє відмінність вібрацій інструмен-
ту від мономодальних коливань [1], тому природно
припустити одночасне співіснування декількох згиналь-
них мод. Метою цієї роботи є отримання спектру влас-
них частот згинальних коливань консольного стержня,
який моделює оброблювальний інструмент.

Матеріали і методика досліджень

У роботі методом Релея-Рітца з використанням на-
ближень, прийнятих в опорі матеріалів, розв’язується
задача про плоскі власні коливання консольного стерж-
ня з двома ступенями свободи.

Теорія і аналіз отриманих результатів

Нехай однорідний призматичний стержень масою
m  і довжиною A  закріплено консольно (рис. 1).

Рис. 1. Консольний стержень

Модуль Юнга матеріалу позначимо через E . Об-
межимось розглядом згинальних власних коливань.
Спектр власних частот знайдемо методом Релея-Рітца.
Проблема полягає в наступному. Застосовувати цей
метод можна лише після того, як зроблено певні при-

пущення щодо форм прогину поздовжньої осі стерж-
ня. Наразі ці форми є невідомими.

Нехай ( )zf  – функція прогину. Будемо вважати, що
точка 0=z  стержня є жорстко затисненою. Тоді кіне-
матичні граничні умови мають вигляд [2, 3]: ( ) 00 =f ,

( ) 00 =′f . Будемо вважати також, що точка A=z  є

вільною. Тоді динамічні граничні умови [2, 3]: ( ) 0=′′ Af ,

( ) 0=′′′ Af .
Знайдемо функції прогину серед багаточленів n -

го степеня. Очевидно, для виконання кінематичних гра-
ничних умов на затисненому кінці стержня достатньо,
щоб цей багаточлен не містив нульового та першого
ступенів аргументу. Крім того, він має бути багаточле-
ном не менш ніж четвертого ступеню. В іншому разі
(тобто при 3=n ) умову ( ) 0=′′′ Af  виконати неможли-
во. Отже, шукаємо функцію прогину у вигляді
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Динамічні граничні умови на вільному кінці стерж-
ня призводять до системи:
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Звідси можна знайти лише дві невідомі, наприклад,

2F  и 3F . Інші коефіцієнти nFFF ,,, 54 "  можуть бутиути
заданими довільно і незалежно один від одного. Наприк-
лад, при 4=n  приймемо 14 =F . Тоді 43 −=F , 62 =F .
При цьому виникає багаточлен



104

( )
432

1 46
~

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

AAA
zzzzf ,

який задовольняє усі граничні умови. Наприклад, при

5=n  приймемо 15 =F ,  04 =F .  Тоді  ді  103 −=F ,

202 =F . При цьому виникає багаточлен
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який також задовольняє усі граничні умови.
Певні зручності виникнуть, якщо ці функції вияв-

ляться ортогональними з одиничною вагою на інтер-
валі [ ]A;0∈z . Здійснюючи процес ортогоналізації Гра-
ма-Шмідта і обмежуючись двома модами, приймемо
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Отже, функції прогину набувають вигляду
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Доцільність введення функції 2f  (замість 2
~
f ) ілюст-

рується на рис. 2. З точністю до прийнятних коефіцієнтів
масштабу суцільною монотонною кривою показано
графік функції 1f , а штриховою кривою – графік

функції 2
~
f  (до ортогоналізації). Якісно ці графіки є од-

наковими і відповідають статичному прогину при кон-
сольному закріпленні. Графік функції 2f  (після орто-
гоналізації) виявляється немонотонним, і тому дозво-
ляє врахувати протифазність коливань різних ділянок

стержня. Тому саме функцію 2f  (а не 2
~
f ) слід розгля-

дати як більш вдале наближення профілю прогину для
вищого типу коливань.

Обчислимо кінетичну енергію стержня. Знехтуємо
зміщенням поперечних перерізів уздовж осей Oy , Oz .
Тоді рівняння руху центру тяжіння поперечного пере-
різу, розташованого в точці з координатою z , слід прий-
няти у вигляді

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tqzftqzftzx 2211, ⋅+⋅= ,  ( ) 0, ≡tzy .   (1)

Тут ( )tq1 , ( )tq2  – дві узагальнені координаті (їх кількість
відповідає прийнятій кількості ступенів свободи коли-
вальної системи). Вигляд рівнянь (1) відповідає випадку,

Рис. 2. До ортогоналізації функцій прогину

коли жорсткість стержня при згині в площині xOz  є
малою, а в площині yOz  – великою, тобто нейтральна
лінія стержня при згині залишається плоскою кривою в
площині xOz . Зауважимо також, що значення функції

1f , 2f  є безрозмірними. Відповідні співмножники, що
зберігають розмірність довжини, а також визначають
відносну частку коливань різних типів, можна вважати
віднесеними до функцій 1q , 2q .

Площинами const=z  виділимо диференціально
малий елемент довжини dz  стержня, розташований у

точці  з  координатою z .  Його маса  dzdm m
A= .

Швидкість руху в  момент часу t  дорівнює

2211 qfqfxv ��� ⋅+⋅== . Елементарна кінетична енергія
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Інтеграл від добутку функцій 1f , 2f  дорівнює нулюлю
з причини їх ортогональності, і отже:
Тут через 1a , 2a  позначено інерційні константи:
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Обчислимо потенціальну енергію пружної дефор-
мації стержня, вважаючи наявними лише нормальні
напруження. Нехай згин стержня зумовлений дією мо-
менту yM , який обертає поперечний переріз навколо

осі Oy  (рис. 3). Нейтральна лінія стержня при цьому
виявляється плоскою кривою в площині xOz .
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Рис. 3. Розподіл нормальних напружень у поперечному
перерізі

У поперечному перерізі виникає нормальне напру-
ження σ , лінійно розподілене за абсцисою x  за зако-о-
ном [4]:

ξ⋅=σ
y

y

I
M

.

Тут yI  – осьовий момент інерції перерізу відносно осі

Oy . Координата ξ  також відкладається на осі Ox , алеле
вказує на конкретну точку перерізу (в той час як коор-
дината ( )tzx ,  вказує на положення центру тяжіння пе-
рерізу, розташованого в точці z , у момент часу t ).

Виражаючи відношення 
y

y
I

M  з відомого [4] рівняння

чистого згину балки 
y

y
EI
M

x =′′  (тут другу похідну взято

за поздовжньою координатою z ), отримуємо:

( ) ξ⋅⋅′′+⋅′′=ξ⋅′′=σ 2211 qfqfExE . (2)

Як бачимо, напружений стан матеріалу стержня є
одноосним неоднорідним. Тоді локальне значення

об’ємної густини пружної енергії дорівнює Ew 2
2σ= , і
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З використанням (2) одержуємо:
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Тут позначено
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Коефіцієнти ikc  утворюють симетричну матрицю ква-
зіпружних констант.

Складемо систему рівнянь Лагранжа для консерва-
тивної механічної системи [5]:
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З використанням отриманих вище виразів для енергій
отримуємо:
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Загальний розв’язок шукаємо у вигляді
( ) ( )ϕ+ω= tAtq jj sin , 2,1=j . При цій підстановці (3)

перетворюється на систему:
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Для існування нетривіальних розв’язків матриця в (4)
має бути виродженою. Звідси частотне рівняння:

( )( ) 0211222
2

211
2

1 =−−ω−ω cccaca .

Його розв’язки
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1122211122212
2,1 2

4
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ccaacacacaca +−±+
=ω .    (5)

Розрахунки інерційних і квазіпружних констант ви-
конано в онлайн-середовищі WolframAlpha [6] при

заміні змінних A
zx = . Наприклад, при обчисленні 1a ,

отримуємо інтеграл ( )∫ +−=
1

0

2432
1 46 dxxxxma . Дос-

татньо до командного рядка ввести команду з таким
синтаксисом: int_0^1(6x^2-4x^3+x^4)^2dx. Результати,
отримані в цьому середовищі:

         ma
45

104
1 = ,     ma

105105
326

2 = ,   
311 5

144
A

yEI
c ⋅= ,

     
322 41405

66236
A

yEI
c ⋅= ,     

312 455
272

A
yEI

c ⋅−= .

При використанні цих значень з (5) знаходимо:

31 516,3
Am

EI y=ω ,
32 713,22
Am

EI y=ω .

У [2, с. 31], [3, с. 307] для основної частоти вільних
коливань консольного стержня пропонується вираз
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m
EJ

2
51,3
A

. Від отриманого нами він відрізняється тим,

що в цих виданнях символом m  позначено не масу стер-
жня, а її інтенсивність (масу в розрахунку на одиницю
довжини). Числові коефіцієнти для найнижчої моди збіга-
ються з високою точністю (порядку 0,2 %). Це свідчить
про вдалий вибір функцій прогину.

Бачимо далі, що частота другої згинальної моди знач-
но відрізняється від основної частоти, тому здійснити
спектральний аналіз сигналу вібросенсору [7] з діагно-
стуванням другої згинальної моди труднощів не скла-
дає.

Висновки

У роботі методом Релея-Рітца отримано власні час-
тоти згинальних коливань консольного стержня, що
моделює оброблювальний інструмент при металооб-
робці. Для вищих типів згинальних коливань консольно-
го стержня запропоновано спосіб знаходження функцій
прогину, які задовільняють кінематичні і динамічні гра-
ничні умови. Використання процесу ортогоналізації
Грамма-Шмідта дозволяє отримати фізично реалістичні
функції прогину, які враховують протифазність коли-
вань окремих ділянок стержня. Вдалість підбору функцій

прогину обґрунтована збігом отриманого значення
основної частоти з відомими результатами.
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Анпилогов Д.И. Определение частот плоских изгибных колебаний консольного стержня

С использованием процесса ортогонализации Грамма-Шмидта предложен способ формирования
ортогональных функций прогиба при заданных граничных условиях. Методом Рэлея-Ритца найдены
собственные частоты плоских изгибных колебаний консольного стержня. Полученные результаты
подтверждаются совпадением частоты низшей моды с известным значением.

Ключевые слова: консольный стержень, обобщённые координаты, метод Рэлея-Ритца, частотное
уравнение, ортогонализация.

Anpilogov D. Determining the frequency of the planar bending vibrations of a cantilever beam

Using the process of Gram-Schmidt orthogonalization a method of generating of orthogonal deflection functions
with given boundary conditions is provided. The own frequencies of plane bending vibrations of a cantilever beam
are found by Rayleigh-Ritz method. The obtained results confirmed by the coincidence of the frequency of the lowest
mode with known value.

Key words: сantilever beam, generalized coordinates, Rayleigh-Ritz method, frequency equation, orthogonaliza-
tion.




